Kevésbé ismert tételek alkalmazasa a geometriaban

Tétel (Stewart)
Legyen ABC egy hdaromszog és M a BC oldal egy pontja. Ekkor teljesiil, hogy

AM?.BC = AB*-MC + AC*-BM —BC -BM -CM

Bizonyitas:
Legyen az ABCZ = £ . Alkalmazzuk a cosinus tételt az ABM, illetve ABC
haromszogekben (1. dbra).

AM? = AB®> +BM?—-2AB-BM -cos 8 /-BC
AC?=AB?+BC?-2AB-BC-cosf /-BM

AM?.BC = AB®-BC +BM?-BC —2AB-BM -BC -cos
AC?-BM = AB?-BM +BC?-BM —2AB-BC-BM -cos 8

Kivonva a két egyenldséget egymasbol:

AM?.BC - AC?-BM = AB?.BC - AB?>-BM +BM?2-BC —BC?-BM
AM?.BC —AC?-BM = AB*-(BC—BM)—BM -BC-(BC —BM ),

mivel BC—BM =MC = AM?.BC = AB?>-MC + AC?-BM —BM -MC - BC

Megjegyzés
1. A Stewart-tétel az alabbi alakban is kijelentheto:
Ha M a BC szakasz egy tetszoleges pontja, akkor barmely A pont esetén

AM?.BC = AB*-MC + AC?-BM —BC -BM -CM

2. A Stewart-tétel akkor is igaz, ha M a BC egyenes egy tetsz6leges pontja, de
ekkor az

AM?.BC = AB*-MC + AC?-BM —BM -MC - BC
kifejezésben szereplé mennyiségeket iranyitottnak kell tekinteni.



Alkalmazasok

1. Egy haromszog oldalai a,b,c. Mekkora az ,, a ” oldalhoz tartozo siulyvonal?
Alkalmazzuk a Stewart-tételt mikor az M a BC oldal F felezépontja (2. abra).

AF?.BC =AB?-FC+AC?-BF —BC-BF - FC
a a
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2. Legyen ABC egy haromszdg és AD a BAC szdg belsd szogfelezdje (D € BC).

4bc K
Ekkor AD? = (b+C)2 S(S—a), ahol s=— az ABC hdromszog félkeriilete.

2
C
Alkalmazzuk a szogfelezé tételt az ABC haromszogben (3. abra) = DC = b
c
Mivel DC b ¢s BD + DC =a, innen egyszerli szamitasokkal kapjuk, hogy
ac ab
BD = : =—
b+c O b+c’
Alkalmazzuk a Stewart-tételt, mikor M = D
AD?-BC = AB?-DC+ AC?-BD-BD-DC-BC
ADZ.a:CZ.a_b+b2. ac _ ac ab /- a
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Tétel (Steiner)
Legyen ABC egy haromszog és M, N a BC oldal két pontja.

: MB NB AB?
Ha MABZ = NACZ, akkor teljesiil, hogy MC NG = a2

Bizonyitas:
Legyen B,, illetve B, a B pont meréleges vetiilete AM , illetve AN egyenesekre.
Legyen C,, illetve C, a C pont meréleges vetiilete AN, illetve AM egyenesekre
(4. abra)
Az MBB,, ~ MCC,, , mert BB,M/ = CC,M/(=90°)
BMB, £ = CMC, (csticsszogek )
N BM _ BB,
CM CC, (1)

Az NCC,, ~ NBB,,, mert NC,C/ =BB,N/(=90°)
CNC,/ = BNB, Z (csucssz6gek )

BN BB,
= — =
CN CC, (2)

Osszeszorozva az (1) és (2) osszefiiggéseket kapjuk, hogy
BM BN _ BB, BB, (3)
CM CN CC, CC,

Az ABB,, ~ ACC,,, mert BB,AZ =CC,AZ(=90°)
BAB,/ = CAC, / (feltétel )
BB, AB
= =—
CC, AC (4)

Az ABB,, ~ ACC,, , mert BB,AZ =CC,AZ(=90°)
BAB,/ = CAC, / (feltétel )

BB, AB
= —_
CC, AC (5)

Felhasznalva a (4) ¢s (5) osszefiiggéseket, a (3) Osszefiiggeés atalakul

BM BN BB, BB, BB,-BB, BB, BB, AB AB _(AB)Z
CM CN CC, CC, CC,-CC, CC, CC, AC AC \AC

BM BN (ABY
Tehat =

CM CN | AC



Megjegyzés

1. Az ABC, Ceva-szakaszanak vagy a haromszdg transzverzalisanak nevezziik azt a
szakaszt (egyenest), ami a haromszog egyik csucsat, a szemkozti oldal valamely
pontjaval koti 6ssze.

Kovetkezésképpen a tétel az alabbi forméban is kijelenthetd:
Legyenek AM és AN az ABC, olyan transzverzalisai, melyek egymasnak
tilkkorképer az A-bdl induld belsé szogfelezOre nézve. Ekkor teljesiil, hogy
MB NB _ AB’
MC NC AC?
2. Az ABC, A-bdl induld szimedidnjinak nevezziik azt az egyenest, amelynek az
A -bdl indulo belsd szogfelezdre valo tiikorképe az A-bdl indulo stlyvonal.
Alkalmazasok
1. Legyen ABC egy haromszog és AM az A csicsbol induld szimedian. Ekkor
BM _(AB)'
CM AC
Ha AM szimedian, akkor 6 az AF sutlyvonal tiikkorképe a AD belsé szogfelezore
nézve (5. dbra).
Alkalmazzuk a Steiner-tételt, mikor AM ¢és AF a két transzverzalis
BIVI'BF—ABZd ivel AF sul 1 BF =CF
oM CE AC | »demive stulyvonal = BF =
Teha BM_[A8 2
hat - em ~ac
2. Szamitsuk ki a haromszog szimedianjainak hosszat, az oldalak fiiggvényében!

Legyenek a,b,c a haromszog oldalai, BM =X, CM =a—X és S, az,,a”
oldalhoz tartozo6 sulyvonal. Felhasznalva az el6z6 feladat eredményét, felirhato,

hogy

AB_BM o _ X 4 i szimitasokkal kapjuk, h
ACZ CM b2 a_y @ ahonnan egyszeri szamitasokkal kapjuk, hogy
ac? ab?
i CM =a—Xx=
b2 +c? O b?

BM =x=

+c?



Alkalmazzuk most a Stewart-tételt az ABC, haromszogben, az AM szimedianra

AM?.BC =BM -AC?+MC-AB? —BM -MC - BC
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Megjegyzés
_ b’ +c* a’°
Mivel S, = > 4> akkor a kapott 6sszefliggés atirhat6 az
2bc
AM = b7 1 c2 - S, alakra.

2bc
02 1 c2 <1 egyenldtlenséget, azonnal kovetkezik az
AM <'s, egyenlétlenség is, vagyis hogy a haromszog sulyvonala mindig nagyobb
vagy egyenld, mint a neki megfeleld szimedian (az egyenldség akkor all fenn, ha

b=c).

Felhasznélva a jol ismert



